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Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ aplikacemi obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic s okra-
jovy´mi podmı´nkami. C´ılem te´to pra´ce je prˇedevsˇ´ım uka´zat rˇesˇen´ı stability prut˚u posuzo-
vany´ch na vzpeˇr s r˚uzny´m typem ulozˇen´ı (kloubove´ ulozˇen´ı, vetknut´ı a jejich kombinace),
prut˚u nama´hany´ch na ohyb, jezˇ jsou horizonta´lneˇ zat´ızˇeny, a prut˚u, u ktery´ch mus´ıme
brat v u´vahu vliv podlozˇ´ı, tzv. prut na pruzˇne´m (Winkleroveˇ) podkladeˇ. Pra´ce si da´le
klade za c´ıl odvodit rovnice pro teplotn´ı pole v tenke´ tycˇi a pro matematicke´ kyvadlo.
Summary
This bachelor’s thesis is concerned with the applications of ordinary differential equations
with boundary conditions. The aim of this thesis is to find the solution of straight bar
stability under different boundary conditions (hinging, clamping and their combinations),
of bended bars under horizontal loading and of straight bars on an elastic foundation
(Winkler’s foundation). Further, the thesis deals with the derivation of the equation for
temperature field in a thin rod and for mathematical pendulum.
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Obyčejné diferenciální rovnice hrají zásadní roli při řešení mnoha technických a příro-
dovědeckých problémů. Z hlediska matematické teorie a z hlediska aplikací rozlišujeme dva
typy doplňujících podmínek - počáteční podmínky a okrajové podmínky. V případě zahr-
nutí počátečních podmínek má nezávisle proměnná, vystupující v dané rovnici, nejčastěji
fyzikální význam času. V případě okrajových podmínek je to délka (poloha). Předložená
bakalářská práce se zabývá výhradně okrajovými problémy pro diferenciální rovnice (pře-
hled matematického aparátu je omezen na nezbytné minimum). Mezi řešené problémy
patří především otázka stability přímých, izotropních, homogenních prutů konstantního
průřezu, problém teplotního pole v tenké tyči a také matematické kyvadlo.
Struktura této práce je následující: druhá kapitola shrnuje potřebný matematický apa-
rát. Třetí kapitola je věnována řešení stability prutů namáhaných na vzpěr: jsou zmíněny
čtyři základní druhy uložení - prut na jednom konci vetknutý a na druhém volný, prut
na obou koncích kloubově uložený, prut na jednom konci vetknutý a na druhém kloubově
uložený a v neposlední řadě prut na obou koncích vetknutý. Všechny tyto případy budeme
řešit pomocí diferenciálních rovnic druhého řádu, a to homogenních i nehomogenních, lišit
se budou také okrajové podmínky.
Čtvrtá kapitola se bude týkat prutů namáhaných na ohyb. Nejprve budeme uvažovat
prut namáhaný mimo jiné také příčným zatížením, který budeme řešit pomocí diferenci-
ální rovnice druhého řádu. Později navíc připustíme namáhání nosníku ve smyku a půso-
bení podloží, tzv. prut na pružném (Winklerově) podkladu , což způsobí, že diferenciální
rovnice druhého řádu přejde v rovnici čtvrtého řádu, jejíž řešení je poněkud náročnější.
Výpočet ukážeme na příkladu.
Pátá kapitola bude obsahovat problém teplotního pole v tenké tyči. Odvodíme rovnici
a doplníme ji dodatečnými podmínkami, následně ukážeme příklady několika teplotních
polí. V šesté kapitole se budeme zabývat matematickým kyvadlem. I když tento problém
- na rozdíl od předcházejících - je ve své podstatě počátečním problémem, předepsání
okrajových podmínek má také dobrý smysl. Stejně jako v předcházející kapitole nejprve
odvodíme rovnici a poté ukážeme výpočet na několika příkladech.
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2 Matematický aparát
V této kapitole zavedeme nezbytný matematický aparát, který bude využit v následu-
jících kapitolách. Zdrojem přehledu byly učební texty [1] a [7].
2.1 Diferenciální rovnice
Budeme se zabývat především rovnicemi typu
a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = g(x), x ∈ 〈0, l〉, (2.1)
kde a, b, c jsou koeficienty rovnice (2.1), g pravá strana rovnice (2.1); jsou to dané funkce
definované na intervalu 〈0, l〉, l > 0, zatímco y = y(x) je funkce hledaná1 (případné další
podmínky na a, b, c, g budou uvedeny později). Pak je rovnice (2.1) lineární diferenciální
rovnicí druhého řádu. Pokud g(x) ≡ 0, nazývá se tato rovnice homogenní diferenciální
rovnicí.
Obecněji hovoříme o lineárních diferenciálních rovnicích n-tého řádu (n > 1), tj. o rov-
nicích tvaru (2.1), kde levá strana je tvaru
an(x)y
n + an−1(x)yn−1 + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y.
V následujících kapitolách ale budeme uvažovat především diferenciální rovnice druhého
řádu.
2.2 Pojem řešení diferenciální rovnice
Řešením diferenciální rovnice (2.1) budeme rozumět funkci y = y(x) definovanou na in-
tervalu 〈0, l〉, která je na tomto intervalu spojitá, má na něm spojitou první i druhou
derivaci (v krajním bodě 0, resp. l jde pochopitelně o derivaci zprava, resp. zleva) a vy-
hovuje identitě
a(x)y′′(x) + b(x)y′(x) + c(x)y(x) = g(x)
pro všechna x ∈ 〈0, l〉.
2.3 Okrajová úloha
Okrajovou úlohu lze definovat pro obecnou diferenciální rovnici alespoň druhého řádu,
zůstaňme však u rovnice typu (2.1).
Okrajovou úlohou pro lineární diferenciální rovnici (2.1) nazýváme úlohu najít řešení
y = y(x) této rovnice, které navíc splňuje tzv. okrajové podmínky
αy(0) + βy′(0) = y0, (2.2)
γy(l) + δy′(l) = yl,
1Pro hledanou funkci a její argument budeme užívat i jiné označení, např. u = u(x), ϕ = ϕ(t).
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2.4 TYPY OKRAJOVÝCH PODMÍNEK
kde α, β, γ, δ, y0, yl jsou daná čísla, pro něž platí
|α|+ |β| 6= 0, |γ|+ |δ| 6= 0.
Předepisujeme tedy navíc podmínky pro hodnotu řešení y a jeho derivace y′ v krajních
bodech intervalu 〈0, l〉 – odtud také název úlohy. Tyto podmínky nám slouží například při
popisu průhybu nosníku (je zde třeba charakterizovat jeho uložení v krajních bodech).
2.4 Typy okrajových podmínek
Speciálními případy okrajových podmínek (2.2) jsou
• Dirichletovy podmínky (podmínky 1. druhu)
y(0) = y0, y(l) = yl,
které dostaneme, volíme-li v (2.2) α = γ = 1, β = δ = 0.
• Neumannovy podmínky (podmínky 2. druhu)
y′(0) = y0, y′(l) = yl,
jež dostaneme, zvolíme-li v (2.2) α = γ = 0, β = δ = 1.
• Newtonovy podmínky jsou obecné podmínky (2.2), které dostaneme, zvolíme-li za
α, β, γ, δ libovolná čísla různá od nuly.
Uvedené okrajové podmínky lze pochopitelně kombinovat. Těmto úlohám někdy ří-
káme též smíšené úlohy.
V kontextu dále řešených problémů (zejména průhyb prutu) lze některým okrajovým
podmínkám přisoudit tuto interpretaci: (y(x) představuje průhyb tyče v místě x, význam
symbolů E, Jz viz str. 14)
y(0), y(l) průhyb na koncích tyče,
y′(0), y′(l) natočení na koncích tyče,
−EJzy′′(0),−EJzy′′(l) moment na koncích tyče,
−EJzy′′′(0),−EJzy′′′(l) síla na koncích tyče.
2.5 Problém existence a jednoznačnosti řešení
Z hlediska matematické teorie je zásadní rozdíl mezi počátečními a okrajovými podmín-
kami pro obyčejné diferenciální rovnice. Otázka existence a jednoznačnosti je zaručena
(za předpokladu spojitosti a, b, c, g a nenulovosti a na daném intervalu) tzv. Picardovou
větou (viz [1]). Její analogie pro okrajové úlohy však neplatí.
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2.5 PROBLÉM EXISTENCE A JEDNOZNAČNOSTI ŘEŠENÍ
Otázka existence a jednoznačnosti řešení okrajových problémů má kladnou odpověď
pouze ve velmi specifických případech, např. pokud v rovnici (2.1) zvolíme a > 0, b = 0
a c ≤ 0 na 〈0, l〉 a zároveň platí okrajové podmínky y(0) = y0, y(l) = yl. Jednoznačnou
řešitelnost daného okrajového problému neovlivní v daném případě volba y0, yl. Jinak
vyjádřeno: je-li tento okrajový problém jednoznačně řešitelný s tzv. homogenními okra-
jovými podmínkami (y(0) = 0, y(l) = 0), pak je jednoznačně řešitelný s libovolnými
Dirichletovými okrajovými podmínkami.
V obecném případě je diskuze existence a jednoznačnosti řešení okrajových problémů
zásadní otázkou, jak vyplývá i z dalšího textu.
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3 Prut namáhaný na vzpěr
V této části se budeme zabývat prutem namáhaným na vzpěr. Pomocí diferenciálních
rovnic odvodíme kritickou sílu pro různé typy uložení. Více podrobností k této problema-
tice lze nalézt v [3], [5], [6], [9] a [11].
Stlačujeme-li přímý prut podélnou silou, která působí v ose prutu a délka prutu je
oproti příčným rozměrům velká, zjišťujeme, že prut si zachovává svůj přímý tvar jen do
té doby, pokud je síla F dostatečně malá.
Vychýlíme-li prut pomalu z přímočarého tvaru krátkodobou příčnou silou, zjišťujeme,
že po odstranění krátkodobě působící příčné síly se prut opět vrátí do původního přímého
tvaru. V takovém případě říkáme, že prut je ve stabilní rovnováze. Při postupném zvět-
šování podélné síly F se bude prut stále pomaleji vracet do původní polohy. Dosáhne-li
síla F určité mezní hodnoty, potom se prut po nevelkém vybočení již nevrátí do původ-
ního přímého tvaru a zůstane ohnutý. Prut se ustálí v nové kvalitativně úplně odlišné
rovnovážné poloze.
Tuto mezní hodnotu síly nazýváme kritickou silou Fkr nebo také Eulerovou vzpěrnou
silou FE. Kritické hodnoty dosahuje síla F náhle. Stačí jen velmi málo zmenšit tlakovou
sílu vzhledem k její kritické hodnotě, aby prut znovu dosáhl stabilní rovnováhy. V opačném
případě, převýší-li tlaková síla F kritickou hodnotu, potom průhyb prutu rychle roste, až
dosáhne tzv. labilní polohy, což je vlastně porušení.
Můžeme tedy sílu Fkr považovat za hodnotu mezního stavu stability, tj. za kritickou
hodnotu, kterou zatěžující síla F nesmí dosáhnout. Obecně můžeme říci, že úkazy nesta-
bility se vyskytují při každém druhu namáhání, kde se vyskytuje tlakové napětí. U prutů
namáhaných tlakem závisí velikost kritické síly na způsobu upevnění konce prutu. Podle
toho rozeznáváme čtyři základní druhy vzpěru.
Obrázek 3.1: Čtyři základní druhy vzpěru
Před jejich uvedením zmíníme následující označení, které bude využíváno v celé kapi-
tole
Mo ohybový moment,
E Youngův modul pružnosti,
Jz moment setrvačnosti průřezu,
F síla působící na prut.
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3.1 PRUT NA JEDNOM KONCI VETKNUTÝ
3.1 Prut na jednom konci vetknutý
Obrázek 3.2: První případ vzpěru.
Předpokládejme, že přímý prizmatický prut zanedbatelné tíhy, vetknutý na jednom
konci, je zatížen podélnou silou F = Fkr. Libovolný průřez prutu (obvykle označený
r − s), jež má souřadnice [x,y], je přitom namáhán tlakem a ohybem. Protože napětí
příslušející tlaku mají jen malý vliv na deformaci, nebudeme je při výpočtu uvažovat.
Předpokládáme-li malé průhyby, můžeme k řešení použít diferenciální rovnice přibližné
průhybové čáry prutu. Pro zvolený souřadnicový systém a smysl kladného ohybového
momentu podle obr. 3.2 bude diferenciální rovnice průhybové čáry
y′′ = − Mo
EJz
. (3.1)
Ohybový moment síly F k řezu r − s je
Mo = −F (y0 − y).
Po dosazení do (3.1) dostaneme






Pro řešení této diferenciální rovnice platí
y = A sin kx+B cos kx+ y0, (3.2)
y′ = Ak cos kx−Bk sin kx,
kde A a B jsou integrační konstanty, které určíme z okrajových podmínek. Jak je z obr. 3.2
vidět, pro vyšetřovaný případ platí okrajové podmínky:
y(0) = 0, y′(0) = 0.
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3.2 PRUT NA OBOU KONCÍCH KLOUBOVĚ ULOŽENÝ
První podmínka nám říká, že průhyb prutu na začátku je nulový. Z druhé podmínky plyne,
že natočení na začátku prutu je nulové. Po dosazení okrajových podmínek do rovnice (3.2)
obdržíme
0 = B + y0, 0 = Ak,
tedy
A = 0, B = −y0.
Rovnice (3.2) potom nabude tvaru
y = y0(1− cos kx).
Zároveň musí platit, že na konci prutu je průhyb roven y0, tj.
y0 = y0(1− cos kl).
Tato rovnice je při y0 6= 0 splněna pouze tehdy, když
cos kl = 0
nebo-li
kl = (2n+ 1)
pi
2
, n = 0, 1, 2, . . .









Z praktického hlediska nás zajímá nejmenší hodnota tlakové síly F , která může udržet
prohnutý prut v rovnováze. Získáme ji z rovnice (3.3), jestliže položíme n = 0. Kritická





3.2 Prut na obou koncích kloubově uložený
V tomto případě zatížíme prut podélnou tlakovou silou F = Fkr a mírně jej prohneme.
Zanedbáme-li účinek tlaku a zvolíme-li souřadnicový systém a kladný ohybový moment
podle obr. 3.3, je diferenciální rovnice průhybové čáry tvaru (3.1). Ohybový moment síly
F k řezu r − s je
Mo = Fy.
Po dosazení do (3.1) dostaneme






Řešení diferenciální rovnice (3.4) je
y = A sin kx+B cos kx,
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3.3 PRUT NA JEDNOMKONCI VETKNUTÝANADRUHÉMKLOUBOVĚ ULOŽENÝ
Obrázek 3.3: Druhý případ vzpěru.
kde A a B jsou integrační konstanty, které určíme z okrajových podmínek. Jak je z obr. 3.3
vidět, jsou pro vyšetřovaný případ uvažovány okrajové podmínky
y(0) = 0, y(l) = 0,
jež říkají, že na začátku i na konci je průhyb prutu nulový.
Z první podmínky plyne, že
B = 0.
Průhybová čára je zde sinusovka a je dána rovnicí
y = A sin kx. (3.6)
Použijeme-li druhou okrajovou podmínku, dostaneme
0 = A sin kl. (3.7)
Jak je vidět z rovnice (3.6), má-li nastat průhyb prutu, musí být A 6= 0. Rovnice (3.7)
může být splněna jen tehdy, pokud
sin kl = 0,
tedy
kl = npi, n = 1, 2, . . .





Z praktického hlediska nás opět bude zajímat hodnota nejmenší tlakové síly F (kritické






3.3 PRUT NA JEDNOMKONCI VETKNUTÝANADRUHÉMKLOUBOVĚ ULOŽENÝ
Obrázek 3.4: Třetí případ vzpěru.
3.3 Prut na jednom konci vetknutý a na druhém klou-
bově uložený
Je-li jedna část prutu vetknutá a druhá opřená v posuvně vedeném kloubu ve směru
podélné síly F obr. 3.4, potom tento případ uložení označujeme jako třetí případ vzpěrné
pevnosti. K řešení tohoto problému je výhodné zavést reakci kloubové vazby - příčnou
sílu FH , viz obr. 3.4.
Diferenciální rovnice průhybové čáry pro zvolený souřadnicový systém a kladný ohy-
bový moment má tvar (3.1). Ohybový moment síly F k řezu r − s je
Mo = Fy − FH(l − x).
Po dosazení do rovnice (3.1) dostaneme po úpravě
y′′ + k2y =
FH
EJz






Rovnice (3.9) je lineární diferenciální rovnice druhého řádu s pravou stranou ve tvaru
polynomu prvního stupně. Metodou neurčitých koeficientů určíme její řešení jako
y = A sin kx+B cos kx+
FH
F
(l − x), (3.10)
y′ = Ak cos kx−Bk sin kx− FH
F
.
K určení třech neznámých, tj. dvou integračních konstant A,B a neznámé síly FH , sesta-
víme tři okrajové podmínky
y(0) = 0, y′(0) = 0, y(l) = 0.
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3.4 PRUT NA OBOU KONCÍCH VETKNUTÝ
Podmínka první a třetí říká, že průhyb na začátku a na konci prutu je nulový, druhá
podmínka určuje natočení na začátku, které je také nulové. Po dosazení těchto okrajových
podmínek do rovnic (3.10) dostáváme
0 = B +
FH
F
l, 0 = Ak − FH
F
, 0 = A sin kl +B cos kl.











sin kl − l cos kl
)
= 0. (3.11)
Má-li rovnice (3.10) v libovolném místě daném souřadnicí x nenulové y, musí být splněna
podmínka FH 6= 0. Rovnice (3.11) bude tedy splněna jen tehdy, jestliže
1
k
sin kl = l cos kl,
nebo-li
tan kl = kl. (3.12)
Rovnice (3.12) má nekonečně mnoho řešení. Nejmenší kladný kořen je
kl ∼= 4, 493.












3.4 Prut na obou koncích vetknutý
Jsou-li obě části prutu vetknuté, jedná se o čtvrtý případ vzpěrné pevnosti. Vzhledem
k charakteru uložení je podobně jako v předchozím případě výhodné zavést v jedné z vazeb
momentM (viz obr. 3.5). Pak pro zvolený souřadnicový systém a kladný moment nabývá
diferenciální rovnice průhybové čáry (3.1). Ohybový moment síly F k řezu r − s je
Mo = Fy −M.
Po dosazení do rovnice (3.1) dostaneme po úpravě










3.4 PRUT NA OBOU KONCÍCH VETKNUTÝ
Obrázek 3.5: Čtvrtý případ vzpěru.
Pro řešení této diferenciální rovnice tedy platí




y′ = Ak cos kx−Bk sin kx.
K určení třech neznámých, tj. dvou integračních konstant A,B a neznámého momentu
M , sestavíme tři okrajové podmínky
y(0) = 0, y′(0) = 0, y(l) = 0.
Podmínka první a třetí říká, že průhyb na začátku a na konci prutu je nulový, druhá
podmínka určuje natočení na začátku prutu, které je také nulové. Po dosazení těchto
podmínek do rovnic (3.13) dostaneme
0 = B +
M
F





A = 0, B = −M
F
.
Po jejich dosazení do třetí rovnice dostaneme
M
F
(1− cos kl) = 0. (3.14)
Má-li být y z rovnice (3.13) v libovolném místě daném souřadnicí x nenulové, musí být
M 6= 0. Za této podmínky bude řešení rovnice (3.14)
cos kl = 1,
odtud získáme vztah
kl = 2pin, n = 1, 2, . . .
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3.4 PRUT NA OBOU KONCÍCH VETKNUTÝ









Z praktického hlediska nás zajímá nejmenší hodnota tlakové síly F různá od nuly, která








4 Prut namáhaný na ohyb
V této kapitole ukážeme výpočet průhybu prutu namáhaného na ohyb, tedy prutu
příčně zatíženého nebo prutu na pružném (Winklerově) podkladě, kde navíc působí síla
od podloží. Více podrobností lze nalézt v [2], [4], [7], [8], [10], [11] a [12].
4.1 Prut příčně i podélně zatížený
Jedná se o prut prostě uložený, namáhaný na vzpěr podélnou silou F a příčně zatížený
rovnoměrným liniovým zatížením q, což je speciální případ prutu na obou koncích klou-
bově uloženého. Liší se pouze tím, že po celé délce působí liniové zatížení. Toto zatížení
bychom mohli aplikovat na každý ze čtyř předchozích případů. Z důvodu jednoduchosti
provedeme výpočet na prutu kloubově uloženém na obou koncích.
Obrázek 4.1: Prut příčně zatížený.
Budeme hledat průhyb vodorovného homogenního prostě uloženého prutu délky l
s konstantním průřezem, namáhaného na vzpěr podélnou silou F a příčně zatíženého
rovnoměrným zatížením q. Viz obr. 4.1, kde jsou rovněž vyznačeny reakce podpory R1,
R2. Pak při zvolené orientaci os platí pro průhyb y(x) v bodě A[x, y] rovnice (3.1), kde
Mo je velikost momentu, kterým působí na bod A všechny síly (včetně reakce R1) zleva,
přičemž Mo bereme kladně, točí-li tento moment ve smyslu vyznačeném na obrázku šip-
kou. V našem případě je celkový moment součtem tří momentů, a to od reakce R1, od
podélné síly F a od části příčného zatížení na intervalu 〈0, x〉 (příslušnou sílu zde můžeme




x+ Fy − qxx
2
.
Rovnice (3.1) tak dostane tvar











= a2 (a > 0),
q
2EJz




4.1 PRUT PŘÍČNĚ I PODÉLNĚ ZATÍŽENÝ
bude
y′′ + a2y = bx2 + cx. (4.3)
To je diferenciální rovnice pro hledaný průhyb prutu. K této rovnici přistupují okrajové
podmínky
y(0) = 0, y(l) = 0, (4.4)
neboť v koncových bodech prutu je průhyb nulový.2
Řešme tedy problém (4.3), (4.4). Homogenní řešení yh příslušné rovnice je
yh = A sin ax+B cos ax.



















+ A sin ax+B cos ax.








+ A · 0 +B · 1,










(cos ax− 1) + A sin ax.










(cos al − 1) + A sin al = 2b
a4








v důsledku posledních dvou vztahů v (4.2). Je-li
sin al 6= 0,




· 1− cos al
sin al
,
2V obecném případě je třeba při vyšetřování průhybu prutu uvažovat diferenciální rovnici čtvrtého
řádu (která vznikne v podstatě dvojím derivováním rovnice (3.1)), aby bylo možno dostatečným počtem
okrajových podmínek zachytit uložení prutu. Zde však z rovnice (4.1) a z podmínek (4.4) plyne přímo
y′′(0) = 0, y′′(l) = 0, což jsou podmínky charakterizující nulové momenty při prostém uložení. Stačí tedy
uvažovat rovnici druhého řádu.
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(cos ax− 1) + 2b
a4
· 1− cos al
sin al
sin ax.
To je hledaný průhyb uvažovaného prutu.
Pro
al = pi (4.6)




+ A · 0,
což nelze splnit (neboť b 6= 0 podle (4.2)) pro žádné A. Druhou z okrajových podmínek
(4.4) tedy nelze splnit, takže problém (4.3), (4.4) skutečně není v případě (4.6) řešitelný.










Poznámka: Uvažujme vztah mezi problémem (4.3),(4.4) a problémem odpovídajícím
nulovému příčnému zatížení.
Všimněme si (viz rovnice (4.7)), že kritická síla nezávisí na tom, jak je prut příčně
zatížen (abychom z rovnice (4.5) mohli vypočítat A, je rozhodující, zda se sin al 6= 0,
nebo sin al = 0). Uvažujme případ, kdy příčné zatížení prutu je nulové, tj. uvažujme
problém
y′′ + a2y = 0, (4.8)
y(0) = 0, y(l) = 0. (4.9)
Není zde důvod, proč by se prut měl prohnout. Ale i zde hraje kritická síla svou úlohu:
Obecné řešení rovnice (4.8) je
y = A sin ax+B cos ax.
Z první podmínky (4.9) plyne B = 0, takže
y = A sin ax.
Druhá z podmínek (4.9) dává
0 = A sin al. (4.10)
Je-li 0 < F < Fkr, je 0 < al < pi. Tedy sin al > 0 a z rovnice (4.10) plyne A = 0.
Dostáváme tak jediné řešení
y ≡ 0.
Je-li F = Fkr, je al = pi, sin al = 0 a A v rovnici (4.10) je libovolné. Problém (4.8), (4.9)
má v tomto případě nekonečně mnoho řešení,
y = A sin ax, A libovolné. (4.11)
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4.2 PRUT NA PRUŽNÉM (WINKLEROVĚ) PODKLADĚ
Je-li F = Fkr, je v případě nenulového rovnoměrně příčného zatížení průhyb „neko-
nečnýÿ, v případě nulového příčného zatížení je „neurčitýÿ, prut je „nestabilníÿ. V tomto
druhém případě jde po technické stránce zejména o kritické zatížení prutů, které mají
úlohu tzv. nosných sloupů. Prut je zde ve vertikální poloze, podélné síly jsou rovněž verti-
kální (prut „neseÿ konstrukci), příčné zatížení je rovné nule. Je-li tíha konstrukce taková,
že podélná síla nabude kritické hodnoty, může průhyb prutu zůstat nulový (podle (4.11)
pro A = 0); stačí však nepatrné příčné zatížení (například závan větru), čímž nastane
situace vedoucí k „nekonečnémuÿ průhybu, a nosný sloup se zřítí.
Všimněme si ještě, že obtíže s řešitelností problému (4.3), (4.4) nastanou jen tehdy,
když a2 je takové, že problém (4.8), (4.9) má i jiná řešení než jen řešení nulové. Vztah mezi
problémy typu (4.3), (4.4) a příslušnými homogenními problémy (4.8), (4.9) je zajímavý
jak z technického, tak z matematického hlediska a vede přirozeným způsobem ke studiu
tzv. problému vlastních čísel (viz např. [12]).
4.2 Prut na pružném (Winklerově) podkladě
Tato podkapitola se týká prutů libovolného uložení. Odvodíme vzorec, kde na prut působí
zatížení po celé délce a síla působící od podloží. Podle typu uložení doplníme okrajové
podmínky. Jelikož se jedná o prut namáhaný pouze na ohyb (a ne na vzpěr), nelze pomocí
diferenciálních rovnic vypočítat kritickou sílu, ale pouze určit průhybovou čáru. Výpočet
kritické síly je v tomto případě problém pružnosti a pevnosti.
Uvažujme pružný prut délky l umístěný tak, že jeho střednice je totožná s osou x.
Předpokládejme, že platí Hookův zákon pro deformaci v ohybu
Mo = EJzc, (4.12)
kde c je (malá) deformace v ohybu. Deformaci v tahu ve směru x a ve zkrutu neuvažujeme.3




Pro malé průhyby zanedbáváme člen y′2 (klademe c = |y′′|) a dostáváme z rovnice (4.12)
diferenciální rovnici průhybové čáry
−EJzy′′ =Mo, (4.13)
(vycházíme ze situace znázorněné na obr. 4.2; při zvolené orientaci osy y je y′′ < 0, a proto
je |y′′| = −y′′).
V některých jednoduchých případech určíme snadno funkci Mo. Potom k určení prů-
hybové čáry stačí řešit rovnici (4.13). Pokud však nezanedbáváme namáhání prutu ve
smyku, musíme brát v úvahu tzv. Schwedlerovu větu, podle níž
M ′′o = −q,
kde q vyjadřuje příčné zatížení (sílu) působící na prut, viz obr. 4.2. Potom dostáváme pro
průhybovou čáru diferenciální rovnici čtvrtého řádu
(EJzy
′′)′′ = q.
3Předpokládáme, že příčné řezy prutu zachovávají rovinný charakter při deformaci (stlačení, ohyb).
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4.2 PRUT NA PRUŽNÉM (WINKLEROVĚ) PODKLADĚ
Obrázek 4.2: Prut zatížený příčnou silou q.
Je-li prut uložen na nějakém podloží, působí proti zatížení q síla Qy, kde Q je tzv. koefi-
cient poddajnosti podloží. Rovnice průhybové čáry pak bude mít tvar
(EJzy
′′)′′ +Qy = q. (4.14)
K jednoznačnému určení průhybové čáry musíme rovnici (4.14) doplnit okrajovými pod-
mínkami charakterizujícími způsob uchycení prutu na krajích. Uveďme tři základní typy:
Prostě podepřený prut (prut na dvou podporách) charakterizujeme podmínkami
y(0) = 0, y(l) = 0. (4.15)
Tyto podmínky postačují, popisujeme-li průhyb rovnicí (4.13). Vycházíme-li z rovnice
(4.14), která je čtvrtého řádu, musíme v případě prostě podepřeného prutu podmínky
(4.15) doplnit ještě podmínkami
y′′(0) = 0, y′′(l) = 0,
které udávají nulové ohybové momenty na koncích prutu.
Prut vetknutý na konci x = 0 pak charakterizujeme podmínkami
y(0) = 0, y′(0) = 0.
Podmínky volného konce x = l mají tvar
y′′(l) = 0, y′′′(l) = 0. (4.16)
První podmínka v (4.16) vyjadřuje nulovost ohybového momentu a druhá reprezentuje
nulovost smykové síly na volném konci.
Prut oboustranně vetknutý charakterizujeme podmínkami
y(0) = 0, y(l) = 0,
y′(0) = 0, y′(l) = 0.
Příklad 1. Vyšetřovaný prut spočívá po celé své délce i šířce na pružném podkladě;
vlivem vnějšího zatížení se prut přetvořuje a je zatlačován do podkladu obr. 4.3. Přitom
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4.2 PRUT NA PRUŽNÉM (WINKLEROVĚ) PODKLADĚ
Obrázek 4.3: Prut na pružném podkladě.
působí mezi prutem a podložím síla, jejíž poměrnou velikost označíme p. Ta je - podle
Winklerova předpokladu - v každém průřezu úměrná zatlačení y, tedy
p = Qy, Q = uH. (4.17)
Ve výraze (4.17) je u šířka prutu, v níž dosedá na pružný podklad, H je tzv. modul
stlačitelnosti pružného podkladu.
Ze součtové podmínky rovnováhy sil, působících na element, s použitím Schwedlerovy




















Obrázek 4.4: Prut na pružném podkladě - konkrétní případ.
Pro konkrétní případ (viz obr. 4.4) rovnice (4.18) přejde do následujícího tvaru
d4y
dx4








4.2 PRUT NA PRUŽNÉM (WINKLEROVĚ) PODKLADĚ
Charakteristická rovnice odpovídající (4.19) je
λ4 + 4β4 = 0,
která má čtyři kořeny
λ1,2,3,4 = ±β(1± i).
Tedy řešení je
y = eβx(A cos βx+B sin βx) + e−βx(C cos βx+D sin βx). (4.20)
Z podmínek
y(0) = δA y
′(0) = θA
−EJzy′′(0) =MA − EJzy′′′(0) = VA
(δA, θA,MA, VA jsou daná reálná čísla) dostáváme čtyři rovnice pro výpočet konstant
A,B,C a D:
δA = A+ C − MA
EJz
= 2β2(B −D)
θA = β(A+B +D − C) − VA
EJz
= 2β3(−A+B +D + C).

































Dosazením těchto hodnot do rovnice (4.20) a současně nahrazením eβx = cosh βx+sinh βx
a e−βx = cosh βx− sinh βx získáváme rovnici průhybové čáry








kde ψ1(βx) = cosh βx cos βx
ψ2(βx) = 12(sinh βx cos βx+ cosh βx sin βx)
ψ3(βx) = 12 sinh βx sin βx
ψ4(βx) = 14(cosh βx sin βx− sinh βx cos βx).
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5 Teplotní pole v tenké tyči
Jinou významnou aplikací obyčejných diferenciálních rovnic s okrajovými podmínkami
je popis teplotního pole v tenké tyči. Více podrobností k této problematice lze nalézt v [7].
5.1 Odvození rovnice
Uvažujeme tenkou tyč (drát) délky l proměnného průřezu z obr. 5.1, která je nějakým
způsobem zahřívána. Chceme stanovit diferenciální rovnici popisující proces vedení tepla
v této tyči. Označme y = y(x) teplotu v příčném řezu S(x). Předpokládáme, že teplota
y je v každém bodě řezu stejná a nezávisí na čase (jde o tzv. stacionární rozložení teploty).
Podle experimentálního Fourierova zákona je tepelný tok, tj. množství tepla, které proteče




Koeficient úměrnosti k(x) > 0 charakterizuje materiál tyče a nazývá se koeficient tepelné
vodivosti. Znaménko minus vystihuje skutečnost, že teplo proudí ve směru klesající teploty.
Je-li Ω(x) obvod řezu S(x), potom pro malé ∆x bude plášť úseku tyče mezi řezy S(x)
a S(x + ∆x) přibližně roven Ω(x)∆x. Označíme-li τ(x) teplotu vně pláště, potom opět
z měření vyplývá, že množství tepla, které proteče pláštěm uvažovaného úseku tyče za
jednotku času, je dáno výrazem
ψ(x,∆x) = α(x)Ω(x)∆(x)[y(x)− τ(x)]. (5.2)
Koeficient úměrnosti α(x) charakterizuje výměnu tepla s okolním prostředím a nazývá se
koeficient přestupu tepla.
Obrázek 5.1: Teplotní pole v tenké tyči.
29
5.2 FORMULACE DODATEČNÝCH PODMÍNEK
Označíme-li h(x) množství tepla vyprodukovaného tepelnými zdroji uvnitř tyče v jed-
notce délky za jednotku času, potom
h(x)∆x (5.3)
je množství tepla vyprodukovaného zdrojem na délce ∆x. Jestliže se například drát za-
hřívá průtokem elektrického proudu J , potom podle Joulova zákona je
h(x) = R(x)J2(x),
kde R(x) je odpor jednotky délky drátu.
Provedeme-li bilanci tepla (na základě zákona zachování tepla) v úseku tyče délky ∆x,
dostaneme vztah
φ(x) + h(x)∆x = φ(x+∆x) + ψ(x,∆x),








−α(x)Ω(x)[y(x)− τ(x)] = −h(x).








− α(x)Ω(x)y(x) = −h(x)− α(x)Ω(x)τ(x). (5.4)
Tato rovnice se nazývá rovnice vedení tepla (v tenké tyči). Její řešení popisuje rozložení
teploty y = y(x) v každém vnitřním bodě x tyče. Poznamenejme, že tyto úvahy vystihují
fyzikální situaci tehdy, nebudou-li teploty příliš vysoké (jinak by zákony (5.1), (5.2) měly
jiný tvar).
5.2 Formulace dodatečných podmínek
Rovnicí (5.4) není rozložení teploty určeno jednoznačně, k tomu musíme rovnici (5.4)
doplnit ještě podmínkami charakterizujícími tepelný tok na koncích tyče, tj. pro x = 0
a x = l. Uvažujme opět tyč z obr. 5.1 a předpokládejme pro větší názornost, že uvnitř
tyče je teplota vyšší než v okolním prostředí. Podle (5.1) přiteče zevnitř k řezu S(l)
(konec tyče) za jednotku času množství tepla dané (kladným) výrazem −k(l)S(l)y′(l).
Toto teplo se podle zákona zachování tepla musí rovnat teplu odvedenému, které je (jak
vyplývá z experimentů) přímo úměrné ploše řezu a rozdílu teplot na jednotlivých stranách
rozhraní, tedy veličině αl[y(l)−τl]S(l). Teplotu na vnitřní straně rozhraní představuje y(l),
τl je teplota na vnější straně. Koeficient úměrnosti αl charakterizuje kvantitativně právě
popsaný fyzikální jev - přestup tepla - (viz též (5.2)) a je to materiálová konstanta. Bilance
tepla v místě x = l tak dává vztah
−k(l)S(l)y′(l) = αl[y(l)− τl]S(l). (5.5)
Analogickou úvahou dojdeme k bilanci tepla v místě x = 0:
−k(0)S(0)y′(0) = −α0[y(0)− τ0]S(0). (5.6)
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5.3 Příklady teplotních polí
Příklad 1. Vyšetřujeme-li rozložení teploty způsobené průtokem elektrického proudu
J vodivou tyčí délky l, která má konstantní odpor R, konstantní průřez S, konstantní
obvod řezu Ω, a jsou-li koeficienty k, α také konstantní, potom rovnice (5.4) má tvar









Příklad 2. Uvažujeme-li stejný problém jako v předchozím příkladě, avšak pro tyč,
u níž se plocha a obvod řezu mění lineárně s délkou, tj. S(x) = σx,Ω(x) = κx (σ, κ jsou

















Rovnice (5.7) je speciální případ tzv. Besselovy rovnice.
Příklad 3. Jestliže na některém konci tyče nenastává přestup tepla, tj. je-li α0 = 0
nebo αl = 0, má příslušná okrajová podmínka z (5.5), (5.6) tvar
k(0)y′(0) = 0 nebo − k(l)y′(l) = 0.
V tomto případě říkáme, že příslušný konec je tepelně izolován.
Je-li koeficient tepelné vodivosti k malý ve srovnání s koeficientem přestupu tepla α
na některém konci tyče, nahrazujeme podmínky (5.5), (5.6) podmínkami
y(0) = τ0 nebo y(l) = τl
(formálně klademe k(0) = 0 nebo k(l) = 0).
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6 Matematické kyvadlo
Problém matematického kyvadla je obvykle problémem vedoucím na obyčejné diferen-
ciální rovnice s počátečními podmínkami. Ukážeme však, že lze tento problém diskutovat
i při zahrnutí okrajových podmínek. Více informací je možné nalézt v [7].
6.1 Odvození rovnice
Matematické kyvadlo je hmotný bod (o hmotnosti m), zavěšený na nehmotném vláknu
(délky h). Chceme najít závislost dráhy s hmotného bodu na čase t. Označme tedy
ϕ = ϕ(t) okamžitou (úhlovou) výchylku kyvadla od svislé polohy obr. 6.1. Neuvažujeme-li




= −mg sinϕ, s = hϕ




+ ω2 sinϕ = 0, ω2 = g/h. (6.1)
Proměnná t probíhá interval 〈0,∞).
Obrázek 6.1: Matematické kyvadlo.
Řešit nelineární diferenciální rovnici (6.1) není jednoduchý úkol. Proto provedeme
zjednodušení běžné ve fyzice (tzv. linearizaci). Omezíme se na malé výchylky kyvadla,




+ ω2ϕ = 0, t ∈ 〈0,∞), (6.2)
což je lineární homogenní diferenciální rovnice druhého řádu.
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6.2 Příklady rovnic kyvadla
Uvažujme rovnici matematického kyvadla (6.2), tentokrát však na intervalu 〈0, 1〉; vyšet-
řujeme tedy pohyb kyvadla za časovou jednotku.
Příklad 1. Hledejme takové řešení rovnice (6.2), které splňuje okrajové podmínky
ϕ(0) = ϕ0, ϕ(1) = ϕ1; (6.3)
znamená to, že jsme předepsali výchylku kyvadla jak v čase t = 0, tak v čase t = 1.
Protože každé řešení rovnice ϕ′′ + ω2ϕ = 0 má tvar
ϕ(t) = A sinωt+B cosωt, (6.4)
použijeme k určení neznámých konstant A,B podmínek (6.3). Dosazením z (6.3) do (6.4)
dostáváme
ϕ(0) = B = ϕ0, ϕ(1) = A sinω +B cosω = ϕ1, (6.5)
což jsou dvě rovnice pro dvě neznámé A,B. Pak
B = ϕ0, A =
ϕ1 − ϕ0 cosω
sinω
a řešení okrajové úlohy (6.2), (6.3) je tedy funkce
ϕ(t) =
ϕ1 − ϕ0 cosω
sinω
sinωt+ ϕ0 cosωt, t ∈ 〈0, 1〉, (6.6)




g/h závisí na délce kyvadla, docházíme k zajímavému závěru: funkce





kde k je libovolné přirozené číslo. Pro kyvadla těchto délek nemá formule (6.6) smysl
a je třeba znovu podrobit analýze soustavu (6.5). Protože je pak ω = kpi, je sinω = 0
a cosω = (−1)k a soustava (6.5) má tvar
B = ϕ0, B(−1)k = ϕ1. (6.7)
Je tedy vidět, že číslo A může být libovolné a soustava (6.7) má řešení jen tehdy, jsou-li
dané hodnoty ϕ0, ϕ1 vázány podmínkou
ϕ1 = (−1)kϕ0. (6.8)
Shrneme-li naše úvahy, můžeme říci: Pro kyvadla délky h = g/(k2pi2) má okrajová úloha
(6.2), (6.3) řešení jen tehdy, platí-li (6.8); řešením této okrajové úlohy je pak funkce
ϕ(t) = A sin kpit+ ϕ0 cos kpit, t ∈ 〈0, 1〉,
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kde A je libovolná konstanta.
Příklad 2. Hledejme nyní takové řešení ϕ = ϕ(t) rovnice (6.2), které splňuje okrajové
podmínky
ϕ′(0) = ϕ0, ϕ(1) = ϕ1; (6.9)
znamená to, že jsme předepsali počáteční úhlovou rychlost pohybu kyvadla a výchylku
v čase t = 1.
Okrajovou úlohu (6.2), (6.9) budeme řešit podobně jako v předchozím příkladě. Z (6.9)
a z (6.4) dostáváme pro neznámé konstanty A,B dvě rovnice
















ϕ1ω − ϕ0 sinω
ω cosω
cosωt, t ∈ 〈0, 1〉, (6.11)





kde k je libovolné celé číslo, nemá formule (6.11) smysl, neboť cos(2k+1)pi/2 = 0. Protože




= ϕ0, A(−1)k = ϕ1
a má řešení A = 2ϕ0/[(2k + 1)pi], B libovolné, ovšem jen tehdy, jsou-li hodnoty ϕ0, ϕ1
vázány vztahem
(2k + 1)piϕ1 = (−1)k2ϕ0.







t+B cos(2k + 1)
pi
2
t, t ∈ 〈0, 1〉,
kde B je libovolná konstanta.
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7 Závěr
Cílem této bakalářské práce bylo vytvořit text nevelkého rozsahu, který čtenáře obe-
známí s aplikacemi diferenciálních rovnic s okrajovými podmínkami.
Převážná část této práce je věnována řešení stability prutů. Po úvodní první a druhé
kapitole následuje kapitola třetí, ve které jsme se zabývali stabilitou prutů namáhaných
na vzpěr. Řešili jsme čtyři základní druhy uložení - prut na jednom konci vetknutý a na
druhém volný, prut na obou koncích kloubově uložený, prut na jednom konci vetknutý
a na druhém kloubově uložený a prut na obou koncích kloubově uložený. Zjistili jsme, že





Veličina α je dána uložením prutu. Pro prut na jednom konci vetknutý a na druhém
volný má hodnotu pi/2, pro prut na obou koncích kloubově uložený má velikost pi. Pro
prut na jednom konci vetknutý a na druhém kloubově uložený nabývá pi
√
2 a pro prut na
obou koncích vetknutý jsme obdrželi α = 2pi. Odvozené vztahy platí pro ideální a ideálně





Jsou-li odchylky reálného prutu od ideálního nepodstatné, je možné použít kritickou sílu
i pro posouzení bezpečnosti reálného prutu. Je třeba ale volit vyšší hodnoty bezpečnosti.
Ve čtvrté kapitole jsme se zabývali prutem namáhaným na ohyb. Jednalo se o prut
prostě uložený, namáhaný na vzpěr silou F a příčně zatížený rovnoměrným liniovým
zatížením q, což je speciální případ prutu na obou koncích kloubově uloženého. Liší se
pouze tím, že po celé délce působí liniové zatížení. Toto zatížení bychom mohli aplikovat
na každý ze čtyř předchozích případů. Z důvodu jednoduchosti jsme ale vypočet provedli
na prutu kloubově uloženém na obou koncích. Dále jsme uvažovali případ, kdy je prut
umístěn na pružném (Winklerově) podkladě a nezanedbávali jsme namáhání nosníku ve
smyku. Jelikož síla, kterou působí podloží na prut je v každém průřezu úměrná zatlačení,
počítali jsme průhybovou čáru pomocí diferenciální rovnice čtvrtého řádu.
Pátá kapitola se týkala teplotního pole v tenké tyči. Odvodili jsme rovnici vedení
tepla, která popisuje rozložení teploty v každém bodě tyče. Aby řešení rovnice bylo určeno
jednoznačně, doplnili jsme ji okrajovými podmínkami. Dále jsme uvedli několik příkladů.
Poslední šestá kapitola obsahovala odvození rovnice matematického kyvadla, která se
většinou řeší zahrnutím počátečních podmínek. Předepsání okrajových podmínek má ale
také dobrý smysl. Podobně jako v předcházející kapitole jsme nejprve odvodili rovnici
a poté ukázali výpočet na příkladech.
Všechny prezentované výpočty byly provedeny při některých zjednodušeních (napří-
klad konstantnost veličin E nebo Jz, linearizace atd.) Tato zjednodušení nám umožnila
provést potřebné výpočty analyticky. V případě obecnějších modelů již často toto analy-
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8 Seznam použitých zkratek
a symbolů
Mo ohybový moment
E Youngův modul pružnosti
Jz moment setrvačnosti průřezu
F podélná síla působící na prut
Fkr kritická (Eulerova) síla
l délka prutu
y(x) průhyb prutu v bodě x, teplota
y′(x) natočení prutu v bodě x
−EJzy′′(x) moment v bodě x




c (malá) deformace v ohybu
Q koeficient poddajnosti podloží
p poměrná velikost síly podloží
u šířka prutu
H modul stlačitelnosti pružného podkladu
λ kořen charakteristické rovnice
δA průhyb v bodě A
θA natočení v bodě A
MA moment v bodě A
VA smyková síla v bodě A
S(x) příčný řez
k(x) koeficient tepelné vodivosti
Ω(x) obvod příčného řezu
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τ(x) teplota vně pláště
α(x) koeficient přestupu tepla
h(x) množství tepla vyprodukované zdroji uvnitř tyče
J(x) elektrický proud
R(x) odpor jednotky délky drátu
m hmotnost
t čas
h délka nehmotného vlákna
ϕ(t) okamžitá (úhlová) výchylka
g tíhové zrychlení
kk bezpečnost
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